
数列极限与函数极限补充习题 (解答)
宗语轩1

数列极限:

1. 对 ∀n ∈ N∗ 及 α > 1, 设 an = 1 +
1

2α
+

1

3α
+ · · ·+ 1

nα
. 证明: 数列 {an} 收敛.

提示. 类比证明 α = 1 时该数列发散的方法证明 α > 1 时该数列收敛.

证明. 易知,{an} 是严格递增数列. 而

a2k−1 = 1 + (
1

2α
+

1

3α
) + (

1

4α
+ · · ·+ 1

7α
) + · · ·+ (

1

(2k−1)α
+ · · ·+ 1

(2k − 1)α
)

⩽ 1 +
2

2α
+

4

4α
+ · · ·+ 2k−1

(2k−1)α

= 1 +
1

2α−1
+ (

1

2α−1
)2 + · · ·+ (

1

2α−1
)k−1

=
1− (

1

2α−1
)k

1− 1

2α−1

<
2α−1

2α−1 − 1

故数列 {an} 有一子列 {a2n−1} 是有上界的. 又因为 {an} 是递增数列, 由此得到 {an}
有上界, 从而数列 {an} 收敛.

2. 设 a, b, c 是给定的三个实数, 令 a0 = a, b0 = b, c0 = c, 数列 {an},{bn},{cn} 满足
an =

bn−1 + cn−1

2
,

bn =
an−1 + cn−1

2
,

cn =
an−1 + bn−1

2
,

n ∈ N∗. 证明: lim
n→+∞

an = lim
n→+∞

bn = lim
n→+∞

cn =
a+ b+ c

3
.

提示. 由条件知 an + bn + cn = an−1 + bn−1 + cn−1 及 an − bn = (−1)n
an−1 − bn−1

2
.

证明. 两式作差得 |an − bn| =
∣∣∣∣an−1 − bn−1

2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣an−2 − bn−2

22

∣∣∣∣ = · · · =
∣∣∣∣a− b

2n

∣∣∣∣ n→+∞−−−−→ 0.

因此 lim
n→+∞

(an − bn) = 0. 同理, lim
n→+∞

(bn − cn) = 0, lim
n→+∞

(an − cn) = 0.
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而三式相加得 an + bn + cn = an−1 + bn−1 + cn−1 = · · · = a+ b+ c.

由 an =
(an + bn + cn) + (an − bn) + (an − cn)

3
可知 lim

n→+∞
an =

a+ b+ c

3
. 同理,

lim
n→+∞

bn = lim
n→+∞

cn = lim
n→+∞

an =
a+ b+ c

3
.

推广 1. 设 a, b 是给定的两个正数, 且 a > b > 0. 令 a0 = a, b0 = b, 数列 {an},{bn} 满
足 an =

an−1 + bn−1

2
, bn =

√
an−1bn−1, n ∈ N∗. 证明: lim

n→+∞
an = lim

n→+∞
bn.

推广 2.设 a, b是给定的两个正数,且 a > b > 0.令 a0 = a, b0 = b,数列 {an},{bn}满足
an =

2an−1bn−1

an−1 + bn−1

, bn =
√

anbn−1, n ∈ N∗.证明: lim
n→+∞

an = lim
n→+∞

bn.当 a1 = 2
√
3, b1 = 3

时, 证明: lim
n→+∞

an = lim
n→+∞

bn = π.

3. 设数列 {xn} 收敛, 对 ∀n ∈ N∗, 令 yn = n(xn − xn−1). 证明: 若数列 {yn} 收敛, 则
lim

n→+∞
yn = 0.

提示. 运用 Stolz 定理.

证明. 设 lim
n→+∞

xn = A, lim
n→+∞

xn = B. 由 Stolz 定理知 A = lim
n→+∞

nxn

n
= lim

n→+∞
(nxn −

(n− 1)xn−1) = A+B. 所以 B = 0, 即 lim
n→+∞

yn = 0.

4. 设数列 {an} , {bn} ⊆ N∗, 且满足 a1 = b1 = 1, an+1 +
√
3bn+1 = (an +

√
3bn)

2, n ∈ N∗. 证

明: 数列
{
bn
an

}
收敛, 并求出其极限值.

提示. 由 {an} , {bn} ⊆ N∗ 知

an+1 = a2n + 3b2n

bn+1 = 2anbn
.

令 cn =
an
bn

, 两式作商得 cn+1 =
1

2
(cn +

3

cn
). 后续过程同教材习题 1.2.18(3)

5. 设数列 {an} 满足 a1 > 0, an+1 = an +
1

an
, n ∈ N. 证明: lim

n→+∞

an√
2n

= 1, 并进一步证

明: lim
n→+∞

(an −
√
2n) = 0.

提示. 对 a1 > 0, an+1 = an +
1

an
两边平方, 先证明 an

n→+∞−−−−→ +∞，然后用 Stolz 定理.

证明. 数归可得 an > 0.对 an+1 = an+
1

an
两边平方,得 a2n+1 = a2n+2+

1

a2n
> a2n+2.所

以 a2n > a2n−1 +2 > a2n−2 +4 > · · · > a21 +2(n− 1)
n→+∞−−−−→ +∞. 因此 an

n→+∞−−−−→ +∞. 由

Stolz 定理知 lim
n→+∞

a2n
2n

= lim
n→+∞

a2n+1 − a2n
2

= lim
n→+∞

(1 +
1

2a2n
) = 1. 所以 lim

n→+∞

an√
2n

= 1.
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lim
n→+∞

(an −
√
2n) = lim

n→+∞

a2n − 2n

an +
√
2n

= lim
n→+∞

a2n − 2n

2
√
2n

= lim
n→+∞

a2n − a2n−1 − 2

2(
√
2n−

√
2(n− 1))

= lim
n→+∞

1

2a2n(
√
2n−

√
2(n− 1))

= lim
n→+∞

n

4a2n
lim

n→+∞

√
2n+

√
2(n− 1)

n
= 0.

6. 设数列 {xn},{yn} 满足 lim
n→+∞

xn = 0, 且存在常数 k, 使得 |y1|+ |y2|+ · · ·+ |yn| ⩽ k 对

所有 n ∈ N∗ 成立. 令 zn = x1yn + x2yn−1 + · · ·+ xny1. 证明: lim
n→+∞

zn = 0.

提示. 定义法证明, 证明过程中运用截断法分头处理.

证明. lim
n→+∞

yn = 0(留给读者思考). 故对 ∀ε > 0, ∃N1 ∈ N∗, 当 n > N1 时, 有 |xn| < ε.
·若 x1 = x2 = · · · = xN1 = 0, 当 n > N1 时, 有 |zn| ⩽ |xN1+1yn−N1 |+ · · ·+ |xny1| < kε.
·若 x1, x2, . . . , xN1 不全为 0,∃N > N1, 当 n > N 时, 有 |yn| <

ε

|x1|+ · · ·+ |xN1 |
.

故当 n > 2N + 1 时,|zn| ⩽
N1∑
i=1

|xiyn+1−i|+
n∑

i=N1+1

|xiyn+1−i| < ε+ kε = (k + 1)ε.

因此 lim
n→+∞

zn = 0.

7. 设数列 {an}, 满足 an =

√
1 +

√
2 + · · ·+

√
n. 证明: 数列 {an} 收敛.

提示. 通过不等式放缩处理, 运用单调有界定理证明数列 {an} 收敛.

证明. 当 n > 3 时, 有
√
n− 1 < 2

√
n− 2.

故

√
n− 1 +

√
n ⩽

√
n− 1 + 2

√
n− 1 + 1 =

√
n− 1 + 1 ⩽ 2

√
n− 2 + 1. 因此 an ⩽ 2.

又因为 an+1 > an 由单调有界定理知数列 {an} 收敛.

8. 设数列 {Sn} 满足 Sn = (
1

n
)n + (

2

n
)n + · · ·+ (

n− 1

n
)n.

(1) 证明: 数列 {Sn} 单调递增且有界, 从而 lim
n→∞

Sn 存在;
(2) 求 lim

n→+∞
Sn.

提示. 证明:(k
n
)n < (

k + 1

n+ 1
)n+1, k = 1, 2, . . . , n− 1.

证明. (1) 对 k = 1, 2, . . . , n− 1, 由几何平均—算术平均不等式知

k + 1 >
k

n
+ · · ·+ k

n︸ ︷︷ ︸
n个

+1 > (n+ 1)(
k

n
)

n
n+1 .
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因此，有 (
k

n
)n < (

k + 1

n+ 1
)n+1, k = 1, 2, . . . , n− 1. 于是

Sn+1 = (
1

n+ 1
)n+1 + (

2

n+ 1
)n+1 + · · ·+ (

n

n+ 1
)n+1

> (
1

n+ 1
)n+1 + (

1

n
)n + · · ·+ (

n− 1

n
)n

> Sn

即数列 {Sn} 单调递增. 利用 (1− k

n
)n < e−k(留给读者思考) 可知

Sn <
n−1∑
k=1

e−k =
1

e

1− (
1

e
)n

1− 1

e

<
1

e− 1
.

所以 {Sn} 有界, 由单调有界定理知, lim
n→∞

Sn 存在.

(2)记 S = lim
n→∞

Sn.由 (1)知 S ⩽ 1

e− 1
.同时对任意正整数 n > m,则 Sn ⩾

m∑
k=1

(1−k

n
)n.

利用 lim
n→+∞

(1− k

n
)n = e−k. 先令 n → +∞, 再令 m → +∞, 则有 S ⩾ 1

e− 1
.

因此 lim
n→∞

Sn = S =
1

e− 1

函数极限:

1. (1) 设函数 f(x) 在 (0,+∞) 上满足函数方程 f(2x) = f(x), 并且 lim
x→+∞

f(x) 存在且有

限. 证明:f(x) 是常值函数.
(2)a, b是两个大于 1的常数，函数 f : R −→ R在 x = 0的邻域内有界，并且对 ∀x ∈ R,
有 f(ax) = bf(x). 证明:lim

x→0
f(x) = f(0).

证明. (1)反证:设存在两个不同的正实数 x1, x2,使得 f(x1) ̸= f(x2).记 x = min {x1, x2},

取 ε =
|f(x1)− f(x2)|

2
> 0, 对 ∀M > 0, 取 x3 = 2[log2 M

x
]+1x1, x4 = 2[log2 M

x
]+1x2. 则有

f(x3) = f(x1), f(x4) = f(x2), x3, x4 > M , 且 |f(x3) − f(x4)| = |f(x1) − f(x2)| > ε. 由
Cauchy 收敛准则知 lim

x→+∞
f(x) 不存在, 矛盾.

(2) 令 x = 0, 可知 f(0) = 0. 由题意知,∃ δ,M > 0, 当 |x| < δ 时, 有 |f(x)| < M . 对
∀ε > 0, 取 δ′ = a−[logb M

ε
]−1δ, 当 |x| < δ′ 时, 有
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f(x) = b−1f(ax) = b−2f(a2x) = · · · = b−nf(anx) < ε(其中 n = [logb
M
ε
] + 1).

因此 lim
x→0

f(x) = 0 = f(0)。

2. 设 f(x) 和 g(x) 是两个周期函数, 且 lim
x→+∞

(f(x)− g(x)) = 0. 证明:f(x) = g(x).

证明. 设 f(x) 和 g(x) 的周期分别是 T1 和 T2, 于是对任意固定的实数 x, 有

lim
n→+∞

(f(x)− g(x+ nT1)) = lim
n→+∞

(f(x+ nT1)− g(x+ nT1)) = lim
y→+∞

(f(y)− g(y)) = 0.

即 lim
n→+∞

g(x+ nT1) = f(x). 而 g(x+ nT1) = g(x+ T2 + nT1), 故 f(x) 也是以 T2 为周

期的周期函数. 同理, lim
n→+∞

f(x+ nT2) = g(x), 且 g(x) 也是以 T1 为周期的周期函数.
因为 lim

n→+∞
(f(x+nT2)− g(x+nT1)) = lim

n→+∞
(f(x+nT2+nT1)− g(x+nT1+nT2)) = 0,

所以 f(x) = g(x).

3. 证明: 当 x → 0 时, 无穷小量 x sin 1

x
没有阶.

提示. 考察 lim
x→0

x sin 1

x
xα

即可. 可证得 α ⩾ 1 时极限不存在, α < 1 时极限值是 0.

4. 设函数 f(x)满足 lim
x→0

f(x) = 0,且 f(x)−f(
x

2
) = o(x)(x → 0).证明:f(x) = o(x)(x → 0)

证明. 记 xβ(x) = f(x) − f(
x

2
). 由题意知, 对 ∀ε > 0, ∃δ > 0, 当 0 < |x| < δ 时, 有

|β(x)| < ε. 而 f(
x

2k−1
)− f(

x

2k
) =

x

2k−1
β(

x

2k−1
), k = 1, 2, . . . , n. 故有

∣∣∣f(x)− f(
x

2n
)
∣∣∣ = ∣∣∣∣∣

n∑
k=1

(
x

2k−1
)− f(

x

2k
)

∣∣∣∣∣ ⩽
n∑

k=1

∣∣∣( x

2k−1
)− f(

x

2k
)
∣∣∣ < n∑

k=1

x

2k−1
ε < 2|x|ε.

令 n → +∞, 得 |f(x)| ⩽ 2|x|ε. 因此 f(x) = o(x)(x → 0).
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